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Ta lista dotyczy Twierdzenia Riesza o reprezentacji funkcjona lu na C([0, 1]) (z
norma̧ supremum). Do jej rozwia̧zania wystarczy znać sformu lowanie twierdzenia:

Twierdzenie Riesza. Przestrzeń C([0, 1])∗ jest izometrtycznie izomorficzna z
przestrzenia̧ M([0, 1]) wszystkich borelowskich ograniczonych miar zespolonych
na [0, 1]. Funkcjona ly nieujemne odpowiadaja̧ miarom nieujemnym. Izomorfizm
zadany jest wzorem M([0, 1]) ∋ µ 7→ Pµ ∈ C([0, 1])∗, gdzie

Pµ(f) =

∫

f dµ.

Norma funkcjona lu nieujemnego Pµ stowarzyszonego z miara̧ nieujemna̧ µ wynosi
‖P‖ = µ([0, 1]) (dla miar znakowanych patrz zadanie 1, dla miar zespolonych
potrzebne jest pojȩcie wahania miary, które jest poza programem).

ZADANIE 1. Udowodnij, że dla funkcjona lu P zadanego przez miarȩ rzeczywista̧
znakowana̧ µ zachodzi równość ‖P‖ = |µ|([0, 1])), gdzie |µ| jest zdefiniowana jako
suma µ+ + µ− (gdzie µ = µ+ − µ− jest rozk ladem miary µ na różnicȩ miar nie-
ujemnych).

ZADANIE 2.
(a) Na C([0, 1]) rozważmy funkcjona l

P (f) =

∫ 1

0

f(x2) dx

Sprawdź, że jest to funkcjona l liniowy i ograniczony. Skoro tak, to na mocy
twierdzenia Riesza istnieje miara µ na [0, 1], taka że P (f) =

∫

f dµ. Jaka to miara?
(b) Ogólniej, niech g : [0, 1] → [0, 1] bȩdzie cia̧g la i różniczkowalna w każdym

punkcie. Jaka miara reprezentuje funkcjona l Pg(f) =
∫ 1

0
f(g(x)) dx?

Uwaga na funkcje g nieróżnowartościowe! Uwaga na miejsca gdzie pochodna z g

siȩ zeruje!

ZADANIE 3. Dany jest funkcjona l P na C([0, 1]). Rozważmy nastȩpuja̧cy cia̧g
liczbowy (an)n≥0

an =

{

P (cos(nπx)) n− parzyste

P (sin((n + 1)πx)) n− nieparzyste

(a) Udowodnij, że jeśli (an) ∈ ℓ2, to miara reprezentuja̧ca P jest absolutnie cia̧g la
wzglȩdem miary Lebesgue’a.



(b) Udowodnij, że a0 = 1 i an = 0 dla n > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
miara reprezentuja̧ca P jest miara̧ Lebesgue’a (oczywíscie trudna czȩść zadania
to pokazanie ,,tylko wtedy”).
(c) Jak wygla̧da cia̧g (an) gdy miara reprezentuja̧ca P jest miara̧ skupiona̧ w
punkcie 0? A w punkcie 1?
(d) Dla jakich miar cia̧g ten sk lada siȩ z samych zer i jednej jedynki?

ZADANIE 4. Udowodnij, że jeśli µ jest miara̧ zespolona̧ absolutnie cia̧g la̧ wzglȩdem
miary Lebesgue’a λ, to ‖Pµ‖ = ‖g‖1, gdzie g jest gȩstościa̧ Radona-Nikodyma miary
µ a ‖ · ‖1 oznacza normȩ w L1(λ).

ZADANIE 5. Czy funkcjona ly pochodza̧ce od miar absolutnie cia̧g lych tworza̧ zbiór
domkniȩty w C([0, 1])∗?

ZADANIE 6. Czy funkcjona ly pochodza̧ce od miar czysto atomowych tworza̧ zbiór
domkniȩty w C([0, 1])∗?
Wskazówka: Niech µ bȩdzie miara̧ atomowa̧ (na przyk lad o jednym atomie). Sprawdź,
że dostatencznie bliskie mierze µ miary musza̧ też mieć atom w tym samym punkcie
co µ.
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